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附录 拉氏变换与反变换

一、拉氏变换的定义

二、常用函数的拉氏变换

三、拉氏变换的基本性质与定理

四、拉氏反变换

五、线性定常微分方程拉氏变换求解
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一、拉氏变换的定义

函数f(t)满足 f(t)=0 (t<0)f(t)=0 (t<0)

f(t)连续（（t>t>＝＝00））(积分存在)

dtetfsF st∫
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=
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)()(

F(s)是f(t)的拉普拉斯变换。简称拉氏变换。

)]([)( tfLsF =

)]([)( 1 sFLtf −=
f(t)称为 F(s)的拉氏逆变换。记为：
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二、常用函数的拉氏变换

1、单位脉冲函数

∫
+

−

=
⎩
⎨
⎧

≠
=∞

=
0

0

1)(
)0(0
)0(

)( dtt
t
t

t δδ 且

1)]([ =tL δ

0

0 0

( ) ( ) ( ) 1stF s t e dt t dtδ δ
+

−

∞
−= = =∫ ∫

4

2.单位阶跃函数
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3.  单位斜坡函数
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4.指数函数
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时间域：δ(t)→ 1(t)→t→ t2/2

5、其它函数的拉氏变换

复数域： 1→1/s→1/s2→1/s3
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t

coswt1/s1(t)

sinwt1δ(t)

F(s)f(t)F(s)f(t)
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)]([)]([)]()([ 2121 tfbLtfaLtbftafL +=+

(1)  线性定理

若：
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则

三、拉氏变换的基本性质与定理
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(2)  微分定理

若

)0()()]([ fssFtfL −=′

)()]([ sFtfL =
则有

)0()0()0()()]([ 121 −−− −−′−−= nnnnn ffsfssFstfL "

)0()0()()]([ 2 fsfsFstfL ′−−=′′

f(0)为原函数f(t) 在t=0时的初始值。

10

证：根据拉氏变换的定义有

原函数二阶导数的拉氏变换

依次类推，可以得到原函数n阶导数的拉氏

变换
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(3)  积分定理

若

则
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注意：f(-n)(0)为f(t)的n重积分在t=0的值

12

)0()]([)]([ hthsLthL −=′

)0(1)(1

)0(1)]([1)0(1)]([1)]([

1−+=

+=+′=∴

f
s

sF
s

h
s

tfL
s

h
s

thL
s

thL

证
明
：



7

13

若 ，且由f(∞)存在，则

)(lim)()(lim
0

ssFftf
st →∞→

=∞=

)()]([ sFtfL =

原函数的终值等于其象函数乘以s的初值。

注：若 t→∞ 时f(t)极限∞ 不存在，则不能用

终值定理。如对正弦函数和余弦函数就不能用

终值定理。

（4）终值定理

14

终值定理证明：由微分定理，有

等式两边对s趋向于0取极限
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(5)初值定理

若 f(t) 在t=0+处有初值f(0+)，则

)(lim)0()(lim
0

ssFftf
st ∞→

+

→
==

+

证明方法同上。只是要将s→∞取极限。

16

(6)   衰减定理

[ ( )] ( )atL e f T F s a− = +

若f2(t)=e-at f1(t),      则
F2(s) =F1(s+a)
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(7)   延迟定理（处理复杂时间函数）

若 f2(t)=f1(t-a),    则

F2(s)=e-as F1(s)

)()]([ sFetfL s⋅−=− ττ

18

1( 1)t• −2求t 的拉氏变换例

t-1

t2•I(t-1)=(t-1+1)2•I(t-1)=(τ+1)2  （τ＝t +1)
=τ2+2τ+1 （τ≥ 0)

3 2

2 2 1F(s)=( )
s

se
s s

−+ +
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例
求G(s)=e-2s/(s+1)对应的时域函数

t=2

g(t)=e- (t-2) • I(t-2)

t=TH(s)=1/s－e-Ts/s

零阶保持器：离散到连续p232

20

原函数在时间上收缩（或展宽）若干倍，

则象函数及其自变量都增加（或减小）同
样倍数。即：
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则原式

证：

(8)时间比例尺定理
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(9) 卷积定理

τττ dftftftf
t

)()()()( 2
0

121 ∫ −=∗

)()())()(( 2121 sFsFtftfL •=∗

两个原函数的卷积的拉氏变换等于两个象函数

的乘积。
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24

主要定理L[f(t)]=F(s)
1）叠加定理 L[af1+bf2]=aF1+bF2
2）微分定理 L[f ’]=sF-f(0)   初始条件

L[f n]=snF(s)-sn-1f(0)-sn-2f ’(0)-…-f (n-1)

(0)
3）积分定理 L[∫fdt]=F(s)/s+∫fdt|t=0/s

不定积分常数项初始条件

4) 延迟定理 L[f(t-T)]=e-sTF(s)
5)  衰减定理 L[e-atf(t)]=F(s+a)
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主要定理L[f(t)]=F(s)
6)初值定理 limf(t)|t=0=limsF(s)|s=00      条件:存在

7)终值定理 lim f(t)|t=00=lim sF(s)|s=0 条件:存
在

8)时间比例变换 L[f(t/a)]=aF(as) 

9)卷积定理 L[f*g]=F(s)G(s)
f*g=∫0

tf(t-x)g(x)dx=∫0
tf(x)g(t-x)dx

10)时乘变换 L[tf(t)]=-dF(s)/ds

26

1. 定义：F(s)求f(t)   t>0
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四、拉氏反变换
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2、求 f(t)  的方法

o 按定义

o 直接查表直接查表

oo 分解分解F(s)F(s)法法

28

例1：

例2：求 的逆变换。

解：
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例3.
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对应项系数相等得

则

解：

的逆变换
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3、简化分解F(s)

有理式 )(
)(
)()( 1
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1
10 nm
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+++
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"
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定义: F(s) 的零点是B(s)=0的解 zj

F(s)的极点是A(s)=0的解 pi

A(s)=0是F(s) 的特征方程。

对A(s)进行分解：A(s)=(s+p1)…(s+pn)



16

31

1

1 2
2 2

1

2

( )( )
( )

1 ...0 1 1( ) ( )1 ...1 1
( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )

( )

( )

n
i

r
i rr i

l
l l

r
jr j

n
i

i r l i

B sF s
A s

m mb s b s b s bm mk m n n mn ns a s a s an n
r s Ak r

s p s p
r s A s Ak r

s p s w

A
s p

= +

=

= +

=

−+ + + +−= = + >
−+ + + +−

= + +
− −

+
= + +

− −

+
−

∑

∑

∑

重根 互不相同的根

重根 共轭复根

互不相同的根

32

1极点计算(分母多项式(特征方程)求根)

2)待定系数法（多元一次方程）

3)公式；

4）配方法；

欧拉公式

(ejwt=coswt+jsinwt) coswt=(ejwt +e-jwt)/2
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a. A(s)=0   全部为不同的单极点

Ck称为F(s)在极点s=-pk的留数值
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1 2 3
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3 3

2 3

1 1[ ( 3)]
( 1)( 2)( 3) 10

1 1 1 1 1 1( )
6 1 15 2 10 3
1 1 1( )
6 15 10
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b.A(s)=0    含有共扼复数极点时
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19

37

2 2 2

2 2

2 2

5 5 2 3( )
4 5 ( 2) 1 ( 2) 1

2 3
( 2) 1 ( 2) 1

cos 3 sint t
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例5
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c.A(s)=0   含有重根
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其余各极点的留数确定方法同上。



20

39

d.   用MATLAB进行分解

k
ps

r
ps

r
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r
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sBsF

n

n +
+

+⋅⋅⋅+
+

+
+

==
2

2

1

1

)(
)()(

MATLAB命令：

[r,p,k]=residue[num,den]

[num,den]=residue[r,p,k]

40

例6：

2)1)(3(
2)(
++

+
=

sss
ssF

解：用Matlab

31 1 2
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4、拉氏反变换求 f(t)

a.  
)()(

2
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1
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n pp
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c
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csF ≠
+

+⋅⋅⋅+
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+
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=
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+

]1[1
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tptp nececectf −−− +++= "21
21)(

称系统自由运动模态
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b. F(s) 含有重根

)()()(
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1

1
1

1

1

1 ps
c

ps
c
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csF r

r
r

r

+
+⋅⋅⋅+

+
+

+
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−

模态：

tprtprtptptp etetettee 11111 122 ,,,,, −−−−−−− "
tpr

r
tpr

r
tptp etcetctecectf 1111 12

121)( −−−−
−

−− ++++= "

44

c. F(s)中含有共轭复根

设s=σ±jω

模态： tete ωω σσ cos,sin

tectectf ωω σσ sincos)( 21 +=
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五 线性定常微分方程求解

（拉氏变换法）

46

微分方程解 解的拉氏变换
(原函数） 反变换 部分分式展开 (象函数)

微分方程 带入初始条件拉氏变换 象函数代数方程

步骤：

1. 对微分方程两端进行拉氏变换；

2. 求输出量拉氏变换函数表达式；

3. 用拉氏反变换求输出量时间表达式。

解代数方程待定系数法p63
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例7：求解微分方程

1)0()0(,054 =′==+′+′′ yyyyy

2

2 2 2

2 2

2 2

( ) 4 ( ) 5 ( ) ( 4) (0) (0) 0
5 5 2 3( )

4 5 ( 2) 1 ( 2) 1
2 3

( 2) 1 ( 2) 1
cos 3 sint t

s F s sF s F s s f f
s s sF s

s s s s
s

s s
y e t e t− −

′+ + − + − =
+ + + +

∴ = = =
+ + + + + +

+
= +

+ + + +

∴ = +

对微分方程两端进行拉氏变换，代入初始条件

48

(3)

3 2 1 4
3 3 2

3
3 13

3
2 13

1

2

1

3 3 1, (0) (0) (0) 0

1( )
( 1) ( 1) ( 1) 1
1[ ( 1) ] 1

( 1)

1 1[ ( 1) ] [ ( )]
( 1)

( ) 1

s

s
s

s

y y y y y y y

b b b cF s
s s s s s s

b s
s s

d db s
ds s s ds s

s

=−

=−
=−

−

=−

′′ ′ ′ ′′+ + + = = = =

= = + + +
+ + + +

= + = −
+

⎧ ⎫
= + =⎨ ⎬+⎩ ⎭

= − = −

两边拉氏变换得：

例8
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如果不记公式,可用待定系数法分解
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1)3(
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例9： )(6)(652

2

txty
dt
dy

dt
yd

=++

已知： )(1)(,2)0()0( ttxyy ==′= −− ,求y(t) 。

解：方程两端求拉氏变换

)(6)(6
)]0()([5)]0()0()([ 2

sXsY
yssYysysYs

=+
−+′−− −−−

代入已知的初始条件
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2
31

+
−

+
+

+
+

+
+
−

+=
sssss

tt eetty 32 45)(1)( −− −+=

零输入响应

零状态响应

输入模态

稳态响应

自由运动模态

动态响应强制分量
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解的组成分析

解 ＝零状态响应+零输入响应

＝稳态响应+暂态响应＝强制+系统自由分量

解的分量运动形式组成决定于特征方程的根。

54

作业
拉氏变换/反变换（定义域）

1. f(t)=(5t2+4coswt+3sinwt+2e-2t+1)δ(t)+2*I(t-1)+t*I(t-2)
2. f(t)=sin(3t-π/4)*I(t-π/4)
3. f(t)=e-8t(cos6t+1/3*sin6t)
4. G(s)=(s+c)/((s+a)(s+b)
5. G(s)=e-s/(s-2) 
解下列微分方程

1. x’’(t)-x(t)=4sint+5cos2t,   x(0)=2,x’(0)=1
2. x”’(t)+3x”(t)+3x’(t)+x(t)=1, x(0)=x’(0)=x”(0)=1


